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1. Bevezetd

A mérgezett csokoladé jaték egy kétszemélyes kombinatorikai jaték. A matema-
tikusokat régota foglalkoztatjak az ezzel kapcsolatban felmeriil6 kérdések: melyik
jatékosnak van nyerd stratégiaja, milyen szabalyszertiségek allapithatok meg és igy
tovabb.

A jaték, melyet David Gale talalt ki 1982-ben, egy specidlis esete a Fred Schuh
altal 1952-ben feltalalt an. osztéjatéknak. A jaték neve angolul chomp, aminek a
magyar megfelelGje ropogtat, ragesal. Szoktdk még harapasnak is nevezni, helyen-
ként pedig Gale-féle lefedds jatékként hivatkoznak ra.

1.1. Alapfogalmak

Olyan egyszerd fogalmakat, mint példaul jaték, dllds, kezddallds, végdllds, nyerd
stratégia nem definialok kiilon — ezek megtalalhatok Csakany Béla konyvében [3] —,
inkdbb azokra térek ki részletesebben, melyek sziikségesek a harapas jaték megérté-
séhez, vizsgalatdhoz.

1.1. Definicié. Legyen P a jaték allasainak halmaza. Az M C P halmazt a jaték
magjdnak nevezzik, ha

e a nyer$ végallasok elemei az M halmaznak;
o tetszbleges M-beli 4llasbol csak olyan allasba tudunk 1épni, ami nem M-beli;

o tetszbleges nem M-beli allashoz létezik legalabb egy olyan &llas, ami M-beli
és egy lépéssel el tudjuk érni.

1.2. Definici6. Nyer§ 1épésnek nevezziik azt, ha egy jatékos magbeli alldsba lép.

1.3. Megjegyzés. Ha egy jatékosnak van nyerd lépése, akkor van nyerd stratégiaja
is. A nyeré stratégia az, hogy lépjiink mindig magbeli allasba. Ha az egyik jatékos
magbeli alldsba lép, akkor a masik jatékos a mag definicidja miatt csak magon kiviili
allasba tud 1épni. Az elsé jatékos pedig magon kiviili 4llasbol ismét magbelibe 1éphet,
ezt a mag definicioja biztositja. Ha a jaték véges sok lépésben befejez6dik, akkor az
elsG jatékos tud majd a nyers végallasba lépni, ami azt jelenti, hogy 6 nyer.

1.4. Megjegyzés. A tovabbiakban a magbeli allasokat jo dlldsoknak, mig a magon
kiviili allasokat rossz dlldsoknak is fogjuk nevezni.

1.5. Tétel. A mag egyértelmien meghatdrozott.

1.2. Az m X n-es jaték

Vegyiink egy m x n-es tabla csokoladét. A bal fels§ kockarol tudjuk, hogy mérgezett,
tehéat aki azt megeszi, elveszti a jatékot. A jaték soran a soron kovetkezs jatékos
valaszt a tablabol egy tetszdleges kockat (az abran ezt zold szinnel jeloltem), ezutan
az Osszes olyan kockat, mely a kivalasztott alatt, illetve attol jobbra helyezkedik el,
megeszi (a zold kockaval egyiitt tehéat a pirosakat is).



A csoki egyszer el fog fogyni, tehat ez egy véges jaték. Az a cél, hogy tugy jatsszuk
a jatékot, hogy ne nekiink kelljen megenni a mérgezett csokolddékockit. Sokan
esetében még nem jartak sikerrel. Viszont a 2 x n-es jaték nyerd stratégidja ismert
(lasd az 1.3. alfejezetet). Am annak ellenére, hogy az m x n-es jaték nyerd lépései
nem ismertek, egy fontos dolgot tudunk a téglalap alaku kezdGallasokrol, amit a
kovetkezd allitasban fogalmazunk meg.

1.6. Allitas. Tetszéleges m,n > 1 természetes szdmok esetén, ha a kezédllds m < n-
es téglalap alaku dllas, akkor a kezdd jatékosnak van nyerd stratégidja.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a jaték m x n-es tablaval indul. Ha az els§ jatékos
a jobb als6 sarkot kiharapva nyerd allasba keriil, akkor lépjen oda. Ha ez mégsem
magbeli allas, de oda 1ép, akkor a mésodik jatékosnak lesz nyerd lépése. Viszont a
kezddsallasbol az els6 jatékos is minden olyan allast el tud érni, mint amit a masodik
jatékos, amikor ré keriil a sor. Tehat az els6 jatékos tud nyerd allasba 1épni. [ |

1.7. Kovetkezmény. A téglalap alaki dlldsok rosszak.

Bizonyitas. Az 1.6. Allitas kovetkezménye. Ugyanis téglalap allasbol mindig tu-
dunk j6 allasba lépni, és a mag definiciojat felhasznélva kapjuk, hogy a téglalap
alaku allasok rossz allasok. |

1.3. A 2 X n-es jaték

Jelblés. Jelolje (a,b) a 2 x n-es jatékban azt az allast, amikor a fels sorban a darab
kocka, az als6 sorban pedig b darab kocka van. Az (a,b) allas csak akkor szabalyos,
ha a > b > 0, mert egy téglalap alaka kezdGallasbol indulva a jaték soran csak ilyen
allasokat érhetiink el. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy a > b > 0.

1.8. Tétel. Az (a,a — 1) alaki dlldsok a jo dlldsok 2 X n-es jaték esetén.

Bizonyitas. Egy allasra azt mondjuk, hogy szimmetrikus, ha a fels6 sorban a mér-
gezett kockat nem szamolva a két sorban 1év6 kockdk szama megegyezik. Masképpen
megfogalmazva, ha a fels§ sorban a mérgezett kockaval egyiitt a darab kocka van,
akkor az alsoban a — 1 darab kockanak kell lennie ahhoz, hogy az allas szimmetrikus
legyen. Ha egy ilyen (a,a — 1) alaka allasba lépiink, akkor a mésik jatékos csak
(a,a — x) vagy (a —y,a — y) alaki allasba tud lépni, ahol 1 <z <aés 1 <y <a.
Ezzel a lépéssel elrontja a szimmetriat. Ha (a,a — x) alaka allasba lépett, akkor mi
léphetiink az (o — 2 + 1, a — x) szimmetrikus allasba. Ha pedig (a —y,a — y) alaka
allasba lépett, akkor mi az (a —y,a —y — 1) szimmetrikus allasba léphetiink. Tehat
nem szimmetrikus allasokbol tudunk szimmetrikusba lépni, viszont szimmetrikusok-
bdl csak nem szimmetrikus allasba lehet 1épni. Ezzel belattuk, hogy a szimmetrikus
allasok alkotjak a magot, tehat a nyer6 stratégia az, hogy szimmetrikus alldsokba
lépjiink. |



1.4. A 3 X n-es jaték

Jelolés. Ha a 3 x n-es harapas jaték els6é soraban a darab kocka van, a masodikban
b, a harmadikban pedig ¢, akkor ezt az allast jelolje (a,b,c). Az (a,b,c) allas csak
akkor szabalyos, ha a > b > ¢ > 0, mert egy téglalap alaki kezd&allasbol indulva
a jaték soran csak ilyen allasokat érhetiink el. A tovabbiakban mindig feltessziik,
hogy a > b > c > 0.

Ha egy (a, b, c) allasbol egy (a/, ¥, ) allasba lépiink, ahol ¢’ < a, ' < b, ¢ < ¢,
azt a kovetkez6képpen jeloljiik:

(a,b,c) — (d',b,c).

Egy (a, b, ¢) allasbol hatféleképpen tudunk szabélyosan tovabb lépni (lasd a fiiggelék
1. abrajat).

A 3 x n-es jaték nyerd 1épései nem trivialisak. A dolgozatom mésodik fejezetében
adok egy rekurziot a mag elemeinek kiszamolésara, melyet tdblazatba foglalok. Veé-
giil megmutatom, hogy a tdblazatban levd sorok valahonnan kezdve periodikusak.
Az imént emlitett periodicitasra vonatkozd sejtést elGszor Xinyu Sun fogalmazta
meg, majd a kozépiskolas Steven Byrnes bizonyitotta be [2]. A késGbbiekben Zeil-
berger is bebizonyitotta a tételt és e mellett irt egy programot a mag elemeinek
kiszamolasara [7]. Beretka Csaba is adott egy hasonlo algoritmust a mag meghata-
rozasara [1]. A mésodik fejezetben Zeilberger bizonyitasat ismertetem, a harmadik
fejezetben pedig érdekes megfigyelésekrdl és sejtésekrdl irok.



2. A 3 X n-es jaték magjanak vizsgalata

2.1. A mag rekurziv leirasa

A fejezet ezen részében definidlunk par fontos fogalmat és kimondunk néhany alli-
tast, amik hozzasegitenek minket ahhoz, hogy igazolni tudjuk, hogy a mag kisza-
molhat6 egy rekurziv fiiggvénnyel.

2.1. Allitas. Tetszéleges b > ¢ nemnegativ egészek esetén legfeljebb egy olyan a > b
létezik, melyre (a,b,c) jo dllds.

Bizonyitas. Az nem lehetséges, hogy o' > a, és (d/,b,c) és (a,b,c) is jo allasok,
mert egy lépéssel (da',b, c)-bdl (a,b, c)-be tudunk lépni. Azt pedig tudjuk, hogy egy
magbeli 4llasbol egy 1épéssel nem tudunk magbeli allasba 1épni. [

2.2. Definicid. Jeldlje a(b, ¢) azt az egyértelmien meghatarozott a értéket, amelyre
(a,b,c) jo allas (ha létezik), ha pedig nincs ilyen a, akkor legyen a(b, c) = .

A 2.2. Definicioban szerepld a(b, ¢) értékekkel ki tudunk tolteni egy tablazatot (a
fiiggelékben megtalalhato 1. tablazat). Ez a tablazat minden informéaciot tartalmaz
a jaték magjarol, ezért a célunk az, hogy minél tébb szabalyszertiséget talaljunk
benne. ElGszor egy példan keresztiil megmutatjuk, hogy hogyan kell jatszani a
jatékot a tablazat ismeretével.

2.3. Példa. Az 1. tablazat segitségével vizsgaljuk meg egy rogzitett allasbol induléd
jaték egy lehetséges menetét. Legyen az allasunk (6,4, 3). Ha megnézziik a tablaza-
tot, latjuk, hogy a (6,4, 3) &allas nincs benne. Tehat keresiink egy olyan &llast, ami
benne van a téablazatban, és egy lépéssel el tudjuk érni. Egy ilyen 4llas (6,4,2) € M.
Lépjiink ide. Ebbd&l a magbeli allasbol a mésik fél nem tud magbelibe 1épni, a mag
definicidja miatt. Tegyiik fel, hogy a (3,3,2) ¢ M allasba lép. Ismét keresiink a
tablazatban egy olyan allast, amit (3,3,2)-b6l el tudunk érni, és oda lépiink. Ez a
(3,1,1) allas. Innen a masik jatékos ismét nem tud jo allasba lépni, tegyiik fel, hogy
(3,1,0)-balép. Mi viszont a (3, 1,0) allasbol léphetiink jo allasba: (2,1,0) € M. Te-
gyiik fel, hogy a masik jatékos a (2,1, 0) allasbol (1,1,0)-ba lép. Az (1,1,0) allasbol
viszont mi léphetiink a végallasba, és igy megnyerjiik a jatékot.

=T, M

= =
-

Ha jol megvizsgaljuk a tablazatot, akkor lathatjuk, hogy a (6,4,3) ¢ M &llasbol
nem csak egy lehetdség van jo allasba lépni. A (6,4, 3) allasbol léphetiink az imént
emlitett (6,4,2) € M allasba, valamint a (6, 3, 3) magbeli allasba.

S B~
M= gl
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2.4. Allitas. Ha (b,b,c) jo dllds, akkor minden b > b esetén a(V,c) = *.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy (b,b,c) € M és b’ > b. Mivel minden a’ > b esetén
(@', V,c) — (b,b,c), ezért (a', b, c) ¢ M, tehat a(V,c) = *. [

2.5. Definici6. A H C Ny halmaz mex értéke az a legkisebb nemnegativ egész
szam, ami nem eleme a H halmaznak. Példaul: mex({0,4,7}) = 1.

2.6. Tétel. Bdrmely b és c pozitiv egészekre, ha minden b’ < b esetén a(b',c) ¢
{V,x} akkor a(b,c) kiszamithatd a kovetkezd rekurzidval (a mex kiszdmitdsdndl az
esetleges x-okat figyelmen kivil hagyjuk):

a(b,¢) =mex({0,1,...,0— 1} U{a(b, ) | ¢ < ¢}
U{a(,c)| e <t <b} (1)
U{a(d,d) | <c}).

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ¢ < b, és hogy minden V' < b esetén (b, c) ¢ {V', *}.
Jelolje a az (1) képlet jobb oldalan &ll6 szamot, és legyen H, . a jobb oldalon 4llo
halmaz, azaz a = mex H,.. A {0,1,...,b— 1} halmaz része H, -nek, ezért a > b.

Azt akarjuk belatni, hogy «a(b,c) = a, azaz (a,b,c) € M. Tehat azt kell igazol-
nunk, hogy (a, b, ¢)-bdl csak rossz allasba lehet lépni. Az (a, b, ¢) allasbol a kovetkezd
6 modon tudunk tovabblépni (lasd a fiiggelékben az 1. abrat):

(a,b,c) — (d',b,¢)
Azt feltettiik, hogy a' < a és azt is, hogy a = mex H, ., ezt a kettSt és a mex
meg, aszerint, hogy az a’ szadm a H, . halmazt alkoté egyesités melyik tagjéba
esik.

e Ha d’ eleme lenne a {0,1,...,b — 1} halmaznak, akkor ellentmondéasra
jutnank, mert a’ > b.

e Halétezik ¢’ < c gy, hogy a’ = (b, ), akkor « definiciojabol kovetkezik,
hogy (a',b,c') € M. Ekkor (d’,b, ¢)-b6l tudunk (a’, b, ’)-be 1épni, tehat a
mag definici6ja miatt (a’,b,c) ¢ M.

e Ha létezik ¢ < b < b gy, hogy o' = «a(V,c), akkor (a/,b',c) € M az «
fiiggvény definicidja miatt. Azt viszont tudjuk, hogy (@', b, ¢)-bdl tudunk

hogy (@, b, c) nem magbeli allés.

e Ha létezik ¢ < ¢ gy, hogy ' = a(d,d), akkor a definicioja miatt
(@', c, ") magbeli allas. Nyilvan (a’,b,¢) — (d/, ¢, ), és ezért (a',b,c) ¢
M a mag definici6ja miatt.

(a,b,c) — (b',V,c)
A feltevesiink szerint «(b', ¢) # V', ezért (', V', ¢) nem magbeli allas.

(a,b,c) = (,c,c)
Az 1.7 Kovetkezménybdl tudjuk, hogy a téglalap alaka allasok rosszak, tehat
(d,d, )¢ M.



(a,b,c) = (a,b,c)
Azt tudjuk, hogy a(V', ¢) € Hy ., ezért a mex definicidja miatt a # (', ¢). Ezt
és a 2.2. Definiciot felhasznalva azt kapjuk, hogy (a, b, ¢) nem magbeli allas.

(a,b,c) = (a,c, )
Azt tudjuk, hogy a(d,c’) € Hp., és ismét felhasznalva a mex definiciojat
kapjuk, hogy a # «(d,d). Erre ismét alkalmazva a 2.2. Definiciot latjuk,
hogy (a,c,c) ¢ M.

(a,b,¢c) — (a,b,c)
Mivel a(b,d) € Hp,., a mex definicidja miatt a # a(b, ), igy az « fiiggvény
definicidja szerint (a,b,c’) ¢ M. [

A tételben az a(b, c) szamra megadott rekurzidval egyszeriien ki tudjuk tolteni az
1. tablazatot, ami a fiiggelékben van feltiintetve. A szinezett a(b,c) = a(7,5) = 11
szamot az imént emlitett rekurzidval kapjuk, vagyis

mex({0,1,2,3,4,5,6} U {8,9,7} U {10,9} U {1,3,4,6,8}) =
mex({0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}) = 11.

2.2. A mag periodicitasa

Jelblés. Jeloljiik d-vel a csokoladé fels6 és kozépss sora hosszanak a kiilonbségét:
d = a—0b. Ha a(b,c) = %, akkor legyen §(b,c) = %, egyébként pedig 6(b,c) =
a(b,c) —b. Ha §(b,c) = 0, akkor a 2.4. Allitds miatt minden &' > b-re §(b', c) = *.

2.7. Megjegyzés. A §(b, c) szamokkal kitoltiink egy tablazatot (a fiiggelék 2. tabla-
zata), és attériink ennek a vizsgalatara a fejezet végéig, mert ebben jobban lathatoak
a szabalyszeriiségek, mint példaul az, hogy a sorok periodikusak. Valamint fontos
megjegyezni azt, hogy ha a tablazat i-edik sorara (oszlopéara) hivatkozunk, akkor a
¢ =i sorra (oszlopra) gondolunk, példaul a ¢ = 0 sort nulladik sornak nevezziik.

2.8. Tétel. Bdrmely b és c nemnegativ egészekre, ha minden b’ < b esetén 0(b',c) ¢
{0, %}, akkor §(b,c) a kivetkezdképpen szamolhatd:

§(b,c) = mex({0(b,d) | ¢ <ctU{o(t,c)+b —b|c <V <b}
uf{o(d,d)+c —bld <c} (2)

Bizonyitas. Jelolje K. a (2) képlet jobb oldalan &ll6 halmazt, H,. pedig az
(1) képlet jobb oldalan allot. Figyeljiikk meg, hogy H,. = {0,1,...0 — 1} U{k+ |
k € Kp.}. Azt akarjuk megvizsgalni, hogy mex H, . — b és mex K, . egyenlGek-e.
Legyen m = mex Hy, . — b, azaz m + b = mex H, .. Belatjuk, hogy egyrészt m ¢ K.,
masrészt {0,1,...,m — 1} C K.

1. Tegyiik fel, hogy m benne van a K, halmazban, ekkor m+b € H, .. Ez pedig
ellentmondas, mert m + b = mex Hy .. Tehat m ¢ K.

2. Legyenl € {0,1,...,m—1}, ekkor b—1 < I+b < m~+b = mex H,, .. Ebbdl pedig
kovetkezik, hogy [ + b benne van a H, .\ {0,1,...,b — 1} halmazban, amibdl
pedig rogton kovetkezik, hogy | € K .. Tehat {0,1,...,m — 1} C K. [ |
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Jel6lés. Jelolje Ky 1, Kpco2, Kpes a (2) képlet jobb oldalan allo egyesités harom
tagjat (ekkor tehat Ky, = Kpo1 U Kpeo U Kpe3):

o Kype1=1{d(b )| <c};
o Kpeo={d(,c)+b —b|c<V <b};
o Ky .3=1{0(c,d)+c —=b|cd <c}.

2.9. Allitas. Ha a (c — 1)-edik sorig a sorok kizis felsd korldtja L, akkor a c-edik
sornak felsd korldtja L + 1:

(V¢ <e,Vo>c:6(b,d)<L)= (Vb>c:d(bc)<L+1).

Bizonyitas. Rogzitsiink egy ¢ pozitiv egészet, és tegyiik fel, hogy tetszéleges ¢ < ¢
és tetszlleges b > ¢ esetén §(b, ) < L, azaz a 2. tablazat els6 ¢ soranak felsg korlatja
L. Tgazoljuk b szerinti teljes indukcidval, hogy d(b,c) < L + 1, azaz a (¢ + 1)-edik
sor felsé korlatja L + 1.

Ha b = ¢, akkor 6(b,¢) = d(c,¢) = mex({d(c, ) | ¢ < c}U{d(d,d)+ —c|d <
c}), ahol (¢, ') < L és 6(¢, ) < L. Ezekbdl kovetkezik, hogy mex Ky, < L + 1,
azaz d(c,c) < L+ 1.

Most legyen b > ¢, és tegyiik fel, hogy d(b',¢) < L+1, minden O’ € {0,1,...,b—1}
esetén. A tovabbiakban a bizonyitas harom részre bomlik, a K; . halmaz részhal-
magzai szerint.

1. A feltételek miatt K} .1 minden eleme legfeljebb L.

2. Ha ¢ <V < b, akkor az indukcios feltevés miatt §(0',¢) < L+1,és b/ —b < —1,
tehat o(V',c¢) + b —b < L. Azaz a K, ., halmaz minden eleme kisebb, mint L.

3. Mivel ¢ < b, ezért ¢ —b < 0, igy 6(c,c') + ¢ —b < L minden ¢ < ¢ esetén,
azaz a Kj .3 halmaz minden eleme kisebb, mint L.

Belattuk, hogy K. C {0,1,...,L}, ami azt jelenti, hogy d(b,c) = mex K, <
L+ 1. [ |

2.10. Kovetkezmény. A 2. tdbldzat sorai korldatosak:
Ye>0Vb>c:6(bc) <c+1.

Bizonyitas. A kovetkezményt ¢ szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. A ¢ = 0
esetet az 1.8. Tételben méar vizsgaltuk, és tudjuk, hogy §(b,0) = 1. Tegyiik fel, hogy
d(b,d) < +1,had € {0,1,...,c—1}. Az L = c valasztassal alkalmazhato a
2.9. Allitas, tehat 6(b,c) < c+ 1. u

2.11. Allitas. Rigzitett ¢ esetén, ha b elég nagy, akkor Ky 3 minden eleme negativ,
és ezért elég ha (b, c)-t a kévetkezdkben igy szamoljuk:

§(b,c) =mex(Kp1 U{0(b—1,¢) —1,0(b—2,¢) —2,...,6(b— (c+1),¢) — (c+1)}).

Bizonyitas. Latszik, hogy K .3 elemei elég nagy b-re negativak. Azt is tudjuk a
2.10. Kovetkezménybdl, hogy a sorok korlatosak, vagyis ¢ < O < b esetén §(V, c) +
b —b<c+1+b —bnegativ, had <b—c—1.

Ky 3 elemei, és K .o azon elemei melyeknél b — b > ¢+ 1, nem befolyésoljak a
(2) képletbeli halmaz mex értékét, tehat azokkal nem kell foglalkoznunk. |
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2.12. Definicid. Jeldlje D(b, c) a kiovetkezd vektort:
D(b,c) = (0(b—1,¢),0(b—2,¢),...,0(b—(c+1),c)).
Valamint legyen §(b, ¢) eldzménye:
EL(b,c) = (Kpe1,D(b,c)).
2.13. Allitas. Ha by és by elég nagy, akkor
EL(by,c) = EL(by, ¢) = 6(by,c) = d(ba, ¢).
Bizonyitas. Az allitas a 2.8. Tételbsl és a 2.11. Allitasbol kovetkezik. |

2.14. Tétel. A sorok periodikusak, azaz:
Ve AN, Tpe : Vb > N.: §(b,¢) = 6(b+ pe, ¢).

Bizonyitas. A tételt ¢ szerinti teljes indukcioval bizonyitjuk. Az 1.8. Tételbdl
tudjuk, hogy ¢ = 0 esetén a periddus 1. Tegyiik fel, hogy §(b,c) = §(b + pe, ),
minden ¢ < ¢ és b > N, esetén.

o ElGszor azt latjuk be, hogy a K .1 halmazsorozat periodikus, vagyis hogy
aN E|q Vb 2 N Kb,c,l = Kb-i—q,c,l'

Ha N = max{Noy, N1, ..., N._1} és ¢ = Ikkt(po, p1, - . ., De—1), akkor az indukci-
0s feltevésbol kovetkezik, hogy (b, ¢’) = d0(b+q,c’), hab> N és ¢ < c¢. Tehat
a Ky 1 és Kypqc1 halmazok elemei megegyeznek.

o Most lassuk be, hogy létezik by és p € N, amire a kovetkezsk teljestilnek:

a) by elég nagy (elég nagy ahhoz, hogy teljesitse a 2.11. Allitast, és nagyobb
legyen az el6z6 pontbeli N szamnél is);

b) p oszthatod g-val;
¢) EL(by,c) = EL(by+ p,c).

Tegyiik fel, hogy by elég nagy az a) allitasunknak megfelelGen. Emlékezziink,
hogy EL(by,¢) = (Kp, 1, D(b1,¢)). Vizsgaljuk meg a kévetkez§ elzmény-
sorozatot: EL(by,c), EL(by + q,¢), EL(by + 2q,¢),.... A 2.10. Kovetkez-
mény miatt Ky .1 C {0,1,...,c}, & D(by,c) € ({0,1,...,(c + 1)}tD).
Ezekbél kovetkezik, hogy véges sok féle el6zmény van, ezért az elézmény-
sorozatban lesz ismétlGdés, vagyis léteznek i,j € N szamok (i < j), hogy
EL(by +iq,c) = EL(by + jq,c). Legyen by = by + iq (b; miatt by is elég nagy
lesz az a) allitasnak megfelelGen) valamint legyen p = (j — 7)q. Ekkor p oszt-
hato lesz a ¢ szammal, és ezekre a by és p szamokra teljesiil a c) allitas is,
mert

EL(b, ) = EL(by + ig,¢) = EL(by + jg,¢) = EL(bo + p, ¢),

az utolsé egyenlség azért igaz, mert by + p = by + iq + jq — iq = by + jq.
Tehat belattuk, hogy léteznek olyan by és p szamok, amik teljesitik a fenti
feltételeket.



e Tehat EL(by,c) = EL(by + p,c), ebbdl pedig a 2.13. Allitast felhasznalva
kovetkezik, hogy d(by,c) = d(by + p,c) minden b > by esetén. Végiil azt
mutatjuk meg, hogy d(b,¢) = (b + p,c). Ennek a bizonyitasadhoz elszor
vizsgaljuk meg az EL(by + 1,¢) és az EL(by + 1 + p,c) el6zmények kozotti
kapcsolatot. Az elz6ekbdl mar tudjuk, hogy

EL(bO + 1a C) = (Kbo-‘rl,c,la D(bO + 17 C)))
EL(bo + 1+ p,c) = (Kpgi14pe1, D(bo + 1+ p,c)).
Mivel p tobbszorése ¢-nak, a bizonyitas els6 pontjabol kévetkezik, hogy

Kbg—i—l,c,l - Kb0+1+p,c,1 .

Emlékezziink vissza, hogy
D(b07 C) = (5(60 - ]-7 C)7 5(b0 - 27 C), cee 75<b0 - (C + 1)7 C))

A D(by + 1,c¢) vektort, tgy kapjuk, hogy D(by,c) utolsé elemét levagjuk, az
elejéhez pedig hozzairjuk a d(bo, c) szamot:

D(bo+ 1,¢) = (§(bo, ¢),d(bop — 1,¢),...,0(byg — c,c)).
Hasonloan kaphato D(by + 1+ p,c) a D(by + p, ¢) vektorbol:
D(bo—l—l—f-p,C) = (5([)0 +p,C),5(b0— 1+pvc)7'-'75(b0_c+pvc))'

Mivel EL(by,c) = EL(by + p,c), ezért D(by,c) = D(by + p,c). Az eddigiek
kovetkezménye az alabbi implikacio:

D(by, c) = D(bo + p, c) és d(bo, c) = d(bo + p, ¢)
= D(bo+ 1,¢) = D(bg + 1 + p, ).

Mivel Kb()+l,c,1 = Kb0+1+p,c,1 és D(bo + ]_, C) = D(bo +1 —I—p, C), ezért EL(bO +
l,c) = EL(by +1+p,c). Az EL(by + 1,¢) = EL(by + 1 + p, ¢) egyenléségbdl
pedig a 2.13. Allitassal kovetkezik, hogy 6(bg+1, ¢) = 6(bg+1+4p, ¢). Hasonléan
az eléz6ekhez megkapjuk, hogy EL(by + 2,¢) = EL(by + 2 + p, c), amibdl a
2.13. Allitas segitségével kapjuk, hogy 6(by + 2,¢) = 6(by + 2 + p,c), és igy
tovabb. Tehat levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy tetszéleges b > by esetén
d(b,c) =6(b+p,c). [
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3. Erdekességek

A tovabbiakban csak az a értékeket tartalmazo 1. tablazattal foglalkozunk, melyben
a csillagos sorokat rovid soroknak, a nem csillagos sorokat pedig hosszi soroknak
fogjuk nevezni. F6atlo alatt pedig az «(b, b) alaka tablazatbeli szamokat értjiik.

3.1. Allitas. A 3 X n-es jdték esetén, eqy tetszéleges dlldsbol legfeljebb hdrom jo
lépés van. Ha pedig az dllds (a,a,a) alakd, akkor legfeljebb két nyerd lépés létezik,
és ezek (a,b,b) és (a,a,c) alakiak, ahol ¢ < b.

Bizonyitas. Az 1. a4brabol tudjuk, hogy egy tetszéleges (a, b, c) allasbol legfeljebb
hatféleképpen léphetiink. Az itt 1év6 lépéseket harom csoportba tudjuk osztani
aszerint hogy melyik sort6l kezdve harapunk.

1. csoport

e (a,b,c) — (d,b,c), ahol b<da' < a
e (a,b,c) — (V,V,c), ahol c <V < b

e (a,b,c) — (d,d,),ahol 0 < ¢ < ¢
2. csoport

e (a,b,c) = (a,b,c), ahol c <V < b

e (a,b,¢) = (a,d,),ahol 0 < < ¢
3. csoport
e (a,b,c) = (a,b,),ahol 0 < ¢ < ¢

Ha csak az 1. csoportbeli 1épéseket hasznaljuk, akkor csak egy olyan jo allas lehet,
ami a rogzitett (a,b,c) ¢ M allasbol egy lépéssel elérhets. Ha t6bb olyan jo allas
lenne, ami az (a, b, c) &llasbol egy lépéssel elérhetd, akkor az egyik ilyen jo allasbol
egy lépéssel el tudnank érni a masik ilyen j6 allast, ami a mag definici6ja miatt nem
lehetséges. Hasonloan, ha csak 2. csoportbeli 1épéseket hasznélunk, akkor is csak
egy olyan jo allas lehet, ami a rogzitett (a,b,c) ¢ M allasbol egy lépéssel elérhetd.
Tehat a rogzitett (a, b, c) allasbol csoportonként legfeljebb egy jo 1épés van, ami azt
jelenti hogy legfeljebb harom jo 1épés van az (a, b, c) allasbol.

Ha az allas téglalap alaki, vagyis (a,a,a), akkor ebbdl legfeljebb csak két jo
lépés létezik, mert az 1. csoportbeli 1épések koziil ilyen alaku allasbol csak téglalap
alaka allasba léphetiink, amir6l tudjuk, hogy rossz. Tehét az (a,a,a) allasbol az
egy lépéssel elérhets jo allasok (a,b,b) és (a,a,c) alakaak. Ha (a,b,b) € M és
(a,a,c) € M, akkor az is igaz, hogy ¢ < b, mert ha «(b,b) = a, akkor a 2.6. Tétel
miatt a a (b + 1)-edik sortol nem fordul el§ a tablazatban, sem késébb a b-edik
sorban. Ebbdl kovetkezik, hogy a(a,c) = a csak ¢ < b esetén lehetséges. [ |
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3.2. Példa. Az el6z6 allitas alapjan adunk harom példat, miszerint egy rossz
allasbol pontosan egy, kettd vagy harom jo 1épés 1étezik.

1. A (10,7,2) allasbol csak egy jo allasba léphetiink: a (9,7, 2) allasba.
2. A (6,6, 3) allasbol két jo allasba léphetiink: a (6,3,3) és a (5,5, 3) allasba.

3. A (19,14,10) allasbol pedig harom jo allasba is léphetiink: a (19,14,7), a
(19,11,10) és a (14,14, 10) allasba.

Arra, hogy egy téglalap alaka allasbol két jo 1épés is létezik, nem tudunk példat
mondani, ugyanis ilyet még nem talaltak. Ezért a kovetkezs sejtést lehet megfogal-
magzni:

Sejtés. Téglalap alakt kezd6allasbol mindig egyértelmi a kezdd nyers 1épés.

3.3. Kovetkezmény. Az dtloban és a rivid sorok végén egyiittesen minden pozitiv
egész szam eldfordul.

Bizonyitas. Az 1.7. Kévetkezmény miatt téglalap alaki allasbol 1étezik nyerd 1épés,
és ezek a 3.1. Allitas miatt éppen (a,b,b) és (a,a,c) alakiak, melyek az atloban és
a rovid sorok végén szerepelnek. [ |

A kezdd6lépés egyértelmiiségére vonatkozd sejtés azzal ekvivalens, hogy minden
természetes szam csak egyszer lép fel a f6atloban vagy a rovid sorok végein. Ezért
a fejezet tovabbi részében a rovid sorok vizsgalatéval foglalkozunk.

A rovid sorokkal kapcsolatban egyéb érdekes sejtések is felmeriilnek. Példaul az,
hogy a rovid sorok minimumai a sorok végére esnek, vagy hogy a révid sorok mini-
muma éppen a felettiik levé hosszi sorok minimuma is (a harmadik sortol kezdve).
Vegyiik észre azt, hogy ha ez a két sejtés igaz, akkor az kovetkezik bel6liik, hogy a
hosszi sorok minimuma soha nem &atlobeli elem.

Ha a révid sorok minimumairdl szol6 sejtést tudnéank bizonyitani, akkor a kez-
délépés egyértelmiiségére vonatkozo sejtést is igazolnank. A kovetkezs két tételben
ennek a belatasaval foglalkozunk. A kdvetkezé allitas bizonyitasaban megmutatjuk,
hogy ha egy révid sor minimuma a sor végére esik, akkor ez a szdm nem 1ép fel mér
késébb a tablazatban.

3.4. Allitas. Ha o(b,c) = b és b = min{a(c,c),a(c + 1,¢),...,a(b,c)}, akkor a
c-edik sor utdn b mdr nem lép fel a tabldzatban.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a(b,¢) = b és b = min{«a(c,¢),a(c+1,¢),...,a(b,c)}
(lasd a lenti tablazatot, ahol a b = 9 és ¢ = 6 esetet vizsgaljuk). A c-edik sor alatt a
b-edik oszlopban (lilaval szinezett szamok) és a b-edik oszlop utéan (kékkel szinezett
szamok) a(b,c) = b tébbet nem lép fel a tablazatban, a 2.6. Tétel miatt. Tehat a
tovabbiakban elég a b’ < b oszlopokkal foglalkozni. Vegyiink egy b’ < b szamot (a
példankban b’ := 8, és ekkor a(V,c) = «(8,6) = 13), és vezessiik be a kovetkezs
jeloléseket:

U:={a¥,0),...,al,c—1)};
V={alc,c),...,a) —1,0)};



Vegyiik észre, hogy az U (sarga mezok), V' (piros mezék) és W (z6ld mezd6k) halma-
zok a 2.6. Tétel bizonyitasiban bevezetett Hy . halmaz részhalmazai, mert

Hy.={0,1,...,0' =1} UUUV UW.

Mivel a c-edik sor minimuma b volt, ezért mex Hy . = a(b',¢) > b, amibdl pedig
kovetkezik, hogy {0,1,...,b} C Hy .. Azt tudjuk, hogy V minden eleme nagyobb b-
nél. Ebbdl kovetkezik, hogy {0,1,...,b} C {0,1,..., 0/ —1}UUUW. Azt szeretnénk
belatni, hogy ha vesziink egy tetszéleges ¢ > ¢ szamot (a példankban ¢ = 7, és
ekkor a(V,d) = «a(8,7) = 14), akkor «o(V,c) # b. Azt tudjuk, hogy Hy . =
{0,1,...,0/ =1} UU'UV'UW’ (aldhtzott szamokkal jeloltiik az U’, V', W’ halmazok
elemeit), ahol

U ={al,0),...,a,c—1),alc),...,at),d = 1)}
V' =Aa(d,d),...,alt) —1,d)};
W'={a(0,0),...,a(c—1,c—1),a(c,c),...,a(d =1, = 1)}

Lathato, hogy U C U’ és W C W' azt pedig mar korabban igazoltuk, hogy

{0,1,...,b} € {0,1,...,) =1} UU UW. Tehat {0,1,...,b} C {0,1,....0/ — 1} U
U UW’, ésigy a(b,c) =mex Hy » > b.

0|12 ]3 |4 |56 |7 [8]9]100b
OfL (2|3 (4|5 6|7 ]899 1011
1 — 13 | 2 |k | * | % | % | % | % |*x |
2 —| -4 15 |6 |78 ]9 |10| 11|12
S| =1 =] —F6 |7 |5 |%|*x|%x |x*x |x
4 == —=1—1819 |10|7 | x | x| *
S| =1 —=1—|—|—F109 |11} 12| 13| 14
TIN=1—-|—=|=1—-|—-1|-113]| 14| 12| 15
SI|l—-|—-|—=|—=|—-|—=|~—=1]-=115|14]| 16
9 || —-|—=|—=|=|=|=]1=]=1]=1]16]17
10— ||| |-|-|-|-|-[—-|!8
c

3.5. Tétel. A 3 X n-es harapds jdaték esetében, ha a kezdddllds téglalap alaki, és a
rovid sorok minimumai a sorok végére esnek, akkor egyértelmi a kezdd nyerd lépés.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a révid sorok minimumai a sorok végére esnek. In-
direkten pedig tegyiik fel azt, hogy egy (a,a,a) téglalap alaku allasbol két jo 1épés
letezik. A 3.1. Allitasbol tudjuk, hogy egy ilyen allasbol az egy lépéssel elérhetd
két nyer allas (a,b,b) és (a,a,c) alaki, valamint ilyenkor ¢ < b. A 3.4. Allitasbol
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tudjuk, hogy ha «a(a, c) = a, vagyis ha a a c-edik révid sor végére esik, akkor tobbet
a nem lép fel a tablazatban. Tehat ha (a,a,c) € M, akkor (a,b,b) ¢ M, mert
az el6z6ek miatt az a(b,b) = a szdm nem szerepelhet a tablazatban a c-edik sor
alatt. [ |

Erdekes megfigyelés, hogy az 1. tablazatban végtelen sok rovid sor van. Ennek
igazolasahoz sziikségiink van a koévetkezd lemméra.

3.6. Lemma. A fddtlioban szerepld elem minden esetben nagyobb, mint a kézvetlentil
felette dllo, vagyis c(b,b) > a(b,b— 1).

Bizonyitas. A 2.6. Tétel szerint
a(b,b) = mex({0,1,...,0 — 1} U{a(b, V) | 0 < b} U{a(,b) | b < b}) és

a(b,b—1) = mex({0,1,....b— 1} U {a(,b) |V <b—1} U{a,b) |V < b))

Ha jol megnézziik latjuk, hogy a két érték kiszdmolasakor ugyanazok az elemek
vannak a halmazban, kivéve, hogy «(b,b) kiszamolasakor belevessziik a halmazba
még az a(b,b — 1) értéket is. Ebbo] kovetkezik, hogy a(b, b) > a(b,b — 1). |

3.7. Tétel. Végtelen sok révid sor van.

Bizonyitas. Az allitassal ellentétben tegyiik fel, hogy véges sok révid sor van, vagyis
véges sok (b,b,c) € M allas van. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan r szam, hogy ha
b > r, akkor (b,b,c) ¢ M (alenti dbran az r-edik oszlopig az atloban levs elemeket
jeloljiik pirossal). Ha a jatékot a (b, b, b) téglalap alakt allasbol inditjuk, és tudjuk,
hogy tetszdleges ¢ esetén (b,b,c) nem magbeli allas, akkor a 3.3. Kovetkezmény
miatt létezik olyan ¢, melyre (b, c,c) magbeli allas. A tablazatban ezek a (b, ¢, c)
alaka allasok éppen a f6atlon helyezkednek el. Tehat az indirekt feltevésiink miatt

az r,r + 1,7+ 2,... szdmok mind fellépnek a fGatloban.
01 r t b
0
r
t—1||—-|—-|—=-|-1-|-|- x
t | -1-1-1-1-1-1-]-]s
c
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Jeloljiik h-val a f64t16 els6 r 4 1 elemének (azaz a fenti abran pirossal jelolt sza-
moknak) a maximumat, vagyis formalisan h = max{a(0,0),...,a(r,r)}. Tovabba
legyen g a féatloban utoljara elGforduld olyan szam, aminek az értéke legfeljebb h.
Tehéat g utéan a f6atloban minden elem értéke nagyobb, mint A (a fenti abran a f6-
atloban g utan felléps elmeket jeldljiik zolddel). A g szam legyen a tablazat t-edik
sordanak t-edik oszlopaban, vagyis g = a(t,t), és ekkor ¢ > r. Vizsgaljuk a t-edik
oszlopban a g feletti elemet, vagyis az a(t,t — 1) értéket (amit a fenti tablazatban
x-szel jeloliink). Egyrészt a 3.6. Lemma miatt a(t,t — 1) < a(t,t) = g, és azt is
tudjuk, hogy g < h, tehat a(t,t —1) < h. Az a(t,t — 1) érték a t-edik sor utan méar
nem fordulhat el a f6atloban, mert kisebb h-nal, és g volt az utolsé olyan szim
a féatloban, ami nem nagyobb, mint h. A 2.6. Tétel miatt a t-edik sor elétt sem
fordulhat el a(t,t — 1). Ezzel belattuk, hogy «(t,t — 1) nem szerepel a f6atloban.

Masrészt mivel a csokoladé felsg sora legalabb olyan hosszi mint a mésodik, ezért
a(t,t — 1) > t, és mivel t > r, ezért a(t,t — 1) > r. Az indirekt feltevésiink miatt
r-t6l minden szamnak fel kell lépnie a f6atloban, igy az «(t,t — 1) szdmnak is. Ezzel
pedig ellentmondasra jutottunk. [ |
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Filiggelék

1. (a,b,¢) — (a',b,c), ahol b < a’ < a;

T

=

3. (a,b,¢c) = (d,, ), ahol 0 < ¢ < ¢;

il

5. (a,b,c) = (a,d, ), ahol 0 < ¢ < ¢;

i

6. (a,b,¢) — (a,b,c), ahol 0 < ¢ < c.

il

1. abra. A 3 X n-es harapés jaték szabélyos 1épései
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112 (3141|516 |7 |89 [10]11] 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20
0 21314156 |7 |89 101112 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21
1 3 [ 2 |k [k | x|k [ & [ x |k | % [ % |k [ % | x|k [ % [ x|k | x [ %
2 — 14 |56 |7 |89 |10 11|12| 13| 14| 15| 16| 17| 18| 19| 20| 21| 22
3 — 1 =16 | 7T |5 | % |k | % | % |x | % | % | % |*% | % [*% | % [*% |x |
4 — = = I8 |9 [ 10[7 | % | % | % | % [ % | % | [*% | % |*% | % |*x |x%
5 — | =] = =110]9 | 11| 12| 13| 14| 15| 16| 17| 18] 19| 20| 21| 22| 23| 24
6 — = = = = 1112/ 13| 9 | % | * | % | % | % | % |[*% |* |[*% |*x |
7 — | =] == —=1]—=113| 14| 12| 15| 16| 17| 18| 19] 20| 21| 22| 23| 24| 25
8 — | == === = | 15| 14] 16| 17| 12| * | * | * | * | * | * | * | %
9 — | == =|—=]—=|—=|—=116| 17| 14| 18| 19| 20| 21| 22| 23| 24| 25| 26
10 — | === =] == =] —[18/19] 20 21| 14| * | % | * | * [ *x | %
11 — | === =]—=|—=1—=1—1—=120]19] 22| 17| 23| 24| 25| 21| 26| 27
12 — === —=]—=|—=|—=1—|—|—121[23|22] 24| 19| 17| * | % |
13 — =1 == —=]—=|—=1—=1—|—|—1—124| 23] 22| 25| 26| 27| 19| x
14 — === =]—=|=1=]1—-|=|—=1—1-=125] 26| 23| 27| 28| 22| 29
15 — =1 === —=|—=|—=|—|—|—|—|—|—127| 26| 28] 29| 30| 23
16 — === —=1—|—1—-1—-|—|—1—-|—|—1—128]|29] 26| 31| 30
17 - === -1—-/—-1—-1—-|—-|—-|—-|—-|—1—-1—-130] 31| 29| 32
18 - === —-1—-/—-1—-1—-|—-|—-|—-|—-|—-1—-|—-|-132] 33|31
19 - =1—='—=-1—-1—-/—-1—-1—-/—-|—-|—-|—-|—-1—-|—-|—-1—134]| 33
20 o el e el el Bl el el el et B el el el el e e el I )
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1. tablazat. A 3 x n-es harapas jaték magjat leird a(b, ¢) értékek tablazata
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2. tablazat. A 3 x n-es harapas jaték magjat leiro 0(b, c) értékek tablazata
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